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Material Ize pouzit pro procvi¢eni pojmu spojitost funkce, pro-
strednictvim ICT také k samostatnému studiu zaku.

Inovace: Snaha o pochopeni pojmu spojitost funkce, nikoliv jen
automatické ,,stridani znamének*.
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12. K ¢emu je spojitost dobra?

Pokud jiz zname pojem limita funkce, mizeme fici, ze funkce f se nazyva spojita v bodé¢ a, jestlize
je definovana v n¢jakém okoli tohoto bodu a jestlize IXI_r)T; f(x)=f(a).

Jednoduse — funkce je spojita, jestlize jeji graf mlizeme nakreslit jednim tahem.

Znamé elementéarni funkce (mocninné, exponencialni, logaritmické, goniometrické), jakoz 1 jejich
soucet, soucin i podil jsou spojité pro kazdé X, pro které jsou definovany.

Bez znalosti pojmu limita mizeme definici funkce spojité v bodé zapsat symbolicky takto:

Funkce f je spojita v bodé¢ @ <> Ve>035>0: VxeR: |x—a| <5:>| f(x)— f(a)| <g .

Pozn.: Jestlize nerovnost | f(x)-f (a)| <& je splnéna pouze VXe <a; a+o)resp. Vxe(a-o;a),
pak tikame, ze funkce f je spojita v bodé¢ a zprava resp. zleva.

Pozn.: srovnejte pozorné s definicemi pojmu limita funkce v bod¢ a, limita funkce v bod¢ a zprava
resp. zleva.

Vyse uvedené definice potiebujeme proto, abychom mohli definovat funkci spojitou v (a;b) . Plati
totiz, ze funkce f je spojita v (a;b), je-li spojita v kazdém bodé a;b av bod¢ a je spojitd zprava
a v bodé b je spojita zleva. Pro funkce spojité v {(a;b) plati dvé vyznamné véty - véta Weierstras-
sova a véta Bolzano- Weierstrassova (véty, které se po nékom jmenuji, jsou vzdy vyznamné).
Praktické vyuziti pro vypocty ma piedev§im disledek druhé z vét — tzv. Darbouxova vlastnost
funkei spojitych v uzavieném intervalu (a;b). Maji-li totiz navic funkéni hodnoty v bodech a, b
rizna znaménka, pak nutné musi existovat alesponi jeden bod ce a;b tak, ze f(c)=0, tedy graf

takové funkce musi mezi body a, b protnout osu x alespon v jednom bod¢ (viz obr.)

Y FO) oo :
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Resené priklady
1. Najdéte interval délky 0,5, ve kterém lezi aspon jeden kofen rovnice
x}+2x-11=0.

Reseni: Funkce f:y=x*+2x—11 je spojitdi ¥xeR - jedna se o soulet spojitych funkci.
Pro kofen ¢ dané rovnice tedy musi platit f ¢ =0. Uré¢ime-li funkéni hodnoty funkce f v
nékolika bodech, napt.: f 0 =-11<0

f1=-8<0

f 2 =1>0, vidime, ze v 1,2 jsou splnény podminky Darbou-

Xovy vlastnosti, tedy v tomto intervalu ur¢ité hledany kofen lezi. Protoze v§ak mame najit

interval délky 0,5j, ur¢ime jesté f (g) Zjistime, ze f (g) = —% <0, tedy hledany inter-

val, ve kterém lezi kofen rovnice je (g ; ZJ :

2. Reste v R nerovnici x*—3x*-18x* <0.
Funkce f:y=x*-3x>-18x" je spojitd ¥xeR - jedna se o soulet spojitych funkci. Re-
Senim dané nerovnice jsou tedy takova X eR, pro ktera je funkéni hodnota funkce f za-
pornym ¢islem, neboli graf této funkce lezi pod osou X. Protina-li graf funkce osu x, pak
musi existovat feseni rovnice X* —3x% —18x* =0 a tato feeni (tzv. nulové body) pak oddé-
luji intervaly, ve kterych je graf funkce pod osou X resp. nad osou X. Plati:
x'-3x*-18x’ =0 x* x*-3x-18 =0<=x* X—6 X+3 =0<x=0vx=6vx=-3
Pfitom x=0je tzv. dvojndsobnym nulovym bodem. Vyznac¢ime-li si tyto body na ¢iselné
ose, pak mame praseciky grafu funkce s osou X. V naSem pfipad¢ jsou pravé tfi, pficemz
v bod¢ x=0se graf funkce osy x dotkne (osa x bude te¢nou grafu funkce f ). Je jasné, ze
graf spojité funkce musi ,,projit” t€mito body a mezi nimi je bud’ pod osou x ( f(X) <0)
nebo nad osou x ( f(x)>0). To zjistime velmi snadno tak, Ze uréime funk¢éni hodnotu pii-

slusné funkce v libovolném vnitinim bodé vzniklych intervald. Tak napi.: f —4 =160>0

, f -1 =-14<0, f 1 =-20<0, f 7 =490>0. Tedy
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Protoze se jednd o spojitou funkci, jejiz graf mizeme nakreslit jednim tahem a zname
intervaly, ve kterych jsou funkcéni hodnoty kladné a ve kterych jsou zdporné, mizeme si graf
funkce f predstavit. Bude vypadat asi takto:

-3

Pozn.: Neni nutné zjistovat funkéni hodnoty ve vSech bodech, sta¢i nam jediny. Jedna-li
se totiz o nulové body s lichou nasobnosti (X, X, X°,...), pak v levém a pravém okoli nulo-
vého bodu musi funkéni hodnoty funkce nabyvat riznych znamének, v okoli bodii se su-
dou nasobnosti (Xx* v nasem ptipads, x* x°,...), musi byt znaménka funkénich hodnot
stejnd — jedna se o body dotyku.

Resenim nasi nerovnice je tedy —3;0 U 0;6 .

>0.

3. Reste nerovnici
X+

v X=X . ..
Reseni: Funkce f:y= Y23 je spojitd VX#-3,Xe R (protoze funkce f neni v bodé
+
X =—3 definovana, nemtze byt v tomto bod¢ spojita).
3

Resenim rovnice = 0 zjistime praseciky grafu funkce s osou x (nulové body).

X—x3

X+3
V tomto piipadé se jednd o jednonasobné nulové body (tedy body s lichou nasobnosti).
Krom¢ téchto bodi si vyznac¢ime na ¢iselné ose i bod x=-3. Je to bod, ve kterém funkce

=0ox-xX=0ox1-x)=0=x1-X)1+X)=0=x=0vx=1vx=-1.

neni definovana - neni Spatné si ho vyznacit prazdnym krouzkem.
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6 O w r w7 7 w .
Protoze napi.: f(2)= 5 <0, mizeme snadno a rychle (znaménka se stfidaji) urcit zna-

ménka funk¢nich hodnot ve zbyvajicich intervalech.

Resenim nasi nerovnice je tedy —-3;-1)U(0;1).

Priklady k procviceni
1. Dokazte, 7e v 1,2 lezi aspon jeden kofen rovnice Xx°®—12x+14=0. Rozhodnéte, zda
ma dand rovnice dalsi kofeny — pokud ano, uréete intervaly, ve kterych lezi.

2. Urc&ete interval délky 0,25j, ve kterém lezi alespon jeden kofen rovnice X* —2x+2=0.
3. Reste v R nerovnice:

a) X(x=1)(x—2)*(x—3)’<0
b) x(x—7)(x—%)2>0

) x-3 x> x-27 x+1°<0
d) xX*(x+1)*(x+2)°(x+3)>0
e) X*—6x°+8x<0

f) x*+2x*-15x>0

g) x*+3x3-10x* <0

h) x*+10x+25 x—9 <0

i) —x*<4x
) x>=>16x°
4. Reste nerovnice:
X+5
a <0
) 1-x?
4_ 2
) ——= <0
X°—5X+6
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0 X* — 4x?
x?—2x-3
X° + x?

d) x5—x2<0
7 4
x—3°

D St
x*+8

<0

9 x> -9

h) 3x+4<1
2—X
2

hy X1,
X

) <t

X

5. Reste nerovnice:

a) Yx+18<2-x
b) JXx+1>x-1
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Vysledky: 1. Jednd se o funkci spojitou VXxeR, f(Q)=3, f(2)=-2. Jsou splnény podminky
Darbouxovy vlastnosti a tim je dikaz proveden. Rovnice ma dalsi dva kofeny, lezi v intervalech

23, —4,-3,2 (—2;—9,3. a) 00 UL2U 23 ,b) -0 U 7;0 ,0) <—1;3>,

d) —0;-3U -2-1U L0 U G0 ,e) —;0)U(2;4).f) (-50)U(3;0),9) 50 U 0,2,
h) —0,-5 U 5,9 i) (—%;OJU 0;0 ,J) (-4,0)U(40 ,4.2) (-5,-1 U Lo ,

b) L0 U G1U 23 ,¢) —0-2)U -L2)U 30 ,d) -0 U 01 e) (-20 U 0;1 ,

f) -L0U 01 ,9) —0-3 U(-23 ,h) [—oo;—%)u 2,00 ,i) 01U Lo ,j) 01),

5.a) (-18,-2 , b) (-13

Zdroje:
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